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ЕЩЕ  НЕМНОГО  О  СООТНОШЕНИИ КАССИНИ 
 
      Троичная  связь чисел  Фибоначчи Fn = Fn-2 +  Fn–1 изначально объединяет их в 
рекуррентную последовательность: 
 

   F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9…, 
                              1,    1,   2,   3,    5,     8,   13,   21,   34…                       (1) 
 
с начальными числами F1 = 1 и  F2 = 1.   
      Более сложную троичную связь чисел последовательности Фибоначчи (1), установил 
в 1680 г. французский  астроном Жан-Доменик Кассини: 
 
                                               2пF – Fп-1Fп + 1 = (–1)п+1                                         (2) 
 
или соответственно  для нечетных и четных членов: 
 
                                   2 12 −пF – F2n-2F2n  = +1,       2

2пF – F2n-1F2n + 1 = –1.                (3) 
 
       Для последовательности  Фибоначчи с начальными числами F1 = 1 и  F2 = 2   
 

                          F1   F2   F3   F4   F5   F6   F7      F8    F9…, 
                                1,   2,    3,    5,    8,   13,   21.   34   55                             (4) 
 
соотношение типа Кассини имеет вид: 
 
                                              2пF – Fп-1Fп + 1 = (–1)п                                                (5) 
                                                
или соответственно  для нечетных и четных членов: 
 
                                  2 12 −пF – F2n-2F2n  = –1,       2

2пF – F2n-1F2n + 1 = +1.                   (6) 
 
     За счет  изменения начальных чисел последовательности (4) произошла смена 
знаков разности (6) по сравнению с (3).                     
     Для последовательности чисел Люка Ln = Ln-2 + Ln–1  с начальные числами    L1 = 1 
и L2 = 3 

    L1   L2   L3   L4   L5   L6   L7      L8    L9 …, 
                                 1    3     4    7    11  18   29   47    76 …,                   (7) 

 
соотношение типа Кассини имеет вид 
 
                                                   2

п
L – Ln-1Lп + 1 = (–5)п                                               (8) 



 
или соответственно для нечетных  и четных членов 
 
                            2 12 −пL – L2n-2L2n  = – 5,       2

2пL – L2n-1L2n + 1 = 5.                                 (9) 
 
      Соотношение Кассини    привлекало умы многих исследователей и ученых  
прошлых лет и наших современников. Так в работе [1, 2, 3] приведены общие 
сведения о соотношении Кассини, в [4, 5, 6] выполнено  обобщение соотношения 
Кассини для последовательности чисел  Фибоначчи и Люка, в  [7] установлена связь 
соотношения Кассини и уравнения передачи электрических цепей. 
      При исследовании гармонических пропорций в  электрических цепях и моделях,  
возник вопрос, – почему Кассини рассмотрел только случай разности 2

п
F – Fп-1Fп + 1, а 

случай суммы  2
п

F + Fп-1Fп+1, выпал из поля зрения как Кассини, так и других 
исследователей рекуррентных последовательностей  чисел (может я ошибаюсь?)  [8, 
9]. Почему это произошло автору неизвестно. Как и неизвестно происхождение 
соотношения Кассини (2). Поэтому было выполнено исследование свойств суммы  2

п
F  + 

Fп-1Fп+1  для последовательностей (1), (4) и     2
п

L  + Ln-1Ln+1  для последовательности (7).  
       Для последовательности (1) в работе М. М. Яглома «Как разрезать квадрат?»  [10]  
приведено соотношение: 
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     Сумма произведений смежных членов последовательности (1): 
 
                 F1F2 + F2F3 + F3F4 +…+ F2n-1F2n   = 2

2пF ,                                         (11) 
 
                 F1F2 + F2F3 + F3F4 +…+ F2nF2n+1  =   

2
12 +nF – 1.                                (12) 

 
      С учетом (11) и (12) соотношение  чисел (10) принимают вид: 
 
              2( 2

12 +nF – 1) = 2
12 +nF + F2nF2n+2 –1,       2 2

2пF = 2
2nF + F2n-1F2n+1 –1.         (13) 

                                    
     После преобразования (13), получим    
 

  2
12 +nF – F2nF2n+2 = +1,                       2

2nF – F2n-1F2n+1 = –1,                  (14) 
 

которые   соответствуют классическим соотношениям  Кассини (3). Неожиданный 
результат! 
      Для последовательности Фибоначчи (4) суммы произведений смежных членов  
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     Сумма произведений смежных членов последовательности (4): 
 
                   F1F2 + F2F3 + F3F4 +…+ F2n-1F2n   = 2

2пF – 2,                                      (16) 
 
                     F1F2 + F2F3 + F3F4 +…+ F2nF2n+1  =   

2
12 +nF – 1.                                (17) 

 
      С учетом (12) и (13) соотношение  чисел (11) принимают вид: 
 
       2( 2

2nF – 2) = 2
2nF + F2т-1F2n+1– 3,       2( 2

12 +nF – 1) = 2
12 +пF + F2nF2n+2 – 3.          (18) 

                                    
     После преобразования,(18), получим   
                                   

                    2
12 +пF – F2n+2F2n  = –1,       2

2пF – F2n-1F2n + 1 = +1.                           (19) 
 
т. е. и в этом случае результат  также  соответствуют соотношениям типа Кассини 
(15).  
     Для последовательности чисел Люка (4) суммы произведений смежных членов   
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     Cуммы произведений смежных чисел последовательности Люка (4) 
 
                   L1L2 + L2L3 + L3L4 +…+ L2n-1L2n  =   

2
2nL – 6,                                          (21) 

 
                L1L2 + L2L3 + L3L4 +…+ L2nL2n+1  =   

2
12 +nL – 1.                                          (22) 

     Тогда 
        
 2

2пL + L2n-1L2n+1= 2( 2
2пL – 6) + 7,   2

2пL + L2n-1L2n+1= 2( 2
12 +nL – 1)  +7..            (23)    

 
После преобразования,(23), получим   
      

                             2 12 +пL  – L2n-2L2n = –5,     2
2пL  – Lп-1Lп+1 = 5.                              (24) 

                   
      Соотношения (24)  также   равны соотношениям типа Кассини (9) для числовой 
последовательности Люка (6).  
      Таким образом, в результате  преобразования сумм  2

п
F  + Fп-1Fп + 1 для  

последовательностей Фибоначчи (1) и (7), а также суммы 2
п

L  + Lп-1Lп + 1 для 



последовательности  Люка (6), получили классические соотношения типа Кассини 
для разности составляющих. Удивительный результат,  удивительное свойство 
гармонических пропорций на основе  золотого сечения. 
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